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Системи похiдних многочленiв,
спорiднених з многочленами Чебишова
Дослiджено властивостi похiдних многочленiв комплексної змiнної, спорiднених
з многочленами Чебишова, та встановлено умови розвинення аналiтичних у крузi
функцiй у ряди за ними. Наведено приклади таких розвинень.
Ключовi слова: аналiтична функцiя, многочлени Чебишова, бiортогональна система
функцiй, асоцiйована функцiя.
Исследованы свойства производных многочленов комплексной переменной,
родственных с многочленами Чебышева, и установлены условия разложения
аналитических в круге функций в ряды по ним. Приведены примеры таких
разложений.
Ключевые слова: аналитическая функция, многочлены Чебышева, биортогональные систе-
мы функций, ассоциированная функция.
Properties of the derivatives of polynomials of a complex variable that are related to
Chebyshev polynomials and conditions of expansion of analytic functions in circle into
series by them are investigated. Examples of such expansions are presented.
Key words: analytic function, Chebyshev polynomials, biorthogonal system of functions, associated
function.
Вступ
Властивостi ортогональних систем многочленiв дiйсної змiнної та розвинення
функцiй у ряди за ними достатньо ґрунтовно вивчено в науковiй лiтературi,
зокрема в роботах [1-3]. Значно менше дослiджень присвячено властивостям
цих систем у комплекснiй областi. Так, у роботi [1] розглянуто розвинення
аналiтичних функцiй у комплекснiй областi за системою многочленiв Чебишова.
У працi [4] вивчено властивостi многочленiв комплексної змiнної, спорiднених з
многочленами Чебишова, та розвинення аналiтичних функцiй в ряди за ними.
У роботах [5;6] розглянуто аналогiчнi питання для многочленiв Лежандра та їх
похiдних у комплекснiй областi.
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1. Похiднi многочленiв, спорiднених з многочленами
Чебишова
У роботi [4] введено i дослiджено систему многочленiв Qn(z) комплексної











dt, n = 0, 1, . . . .



















де Tn(z), Un(z) – многочлени Чебишова першого та другого родiв [1, с. 11–12].
































(−1)kCkn−k(n− 2k)(n− 2k − 1) . . . (n− 2k − s+ 1)
22k
zn−2k−s.
Оскiльки (n− 2k)(n− 2k− 1) . . . (n− 2k− s+ 1) = s!Csn−2k, то остаточно отримаємо












Методом математичної iндукцiї можна довести, що формула (2) справджуєть-
ся.
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2. Властивостi многочленiв Q(s)n (z)
Теорема 1. Система степенiв {zn−s}∞n=0 (n ≥ s) однозначно виражається









(n− 2k + 1)2Ckn
n− k + 1 Q
(s)
n−2k(z). (5)







(n− 2k + 1)2Ckn
n− k + 1 Qn−2k(z).









(n− 2k + 1)2Ckn
n− k + 1 Q
′
n−2k(z), (6)







(n− 2k + 1)2Ckn











(n− 2k + 1)2Ckn
n− k + 1 Q
(s)
n−2k(z).


















































Аналогiчно доведенi спiввiдношення (8) для непарних значень n.
Позначимо через AR простiр однозначних аналiтичних у крузi |z| < R,
0 < R ≤ ∞, функцiй комплексної змiнної.
























лiнiйно незалежна (див. [7, с. 137]). Крiм того, вона повна [Там само],
бо на основi теореми 1 кожен степiнь zn−s (n ≥ s) однозначно виражається у
виглядi лiнiйної комбiнацiї многочленiв (2).
Нехай δnm =
{
1, n = m,
0, n 6= m – символ Кронекера.













j + k + 2
= δkn. (10)
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(−1)n−j(2k + 1)2Cj−k2j C2jj+n
(2n+ 1)(j + k + 1)
.
Звiдси, зважаючи на незалежнiсть многочленiв Q(s)n (z), отримаємо тотожнiсть (9).
Пiдставивши вираз (8) у спiввiдношення (3), аналогiчно до попереднього
отримаємо тотожнiсть (10).
Теорема 2. Справджуються оцiнки
∣∣Q(s)n (z)∣∣ ≤ (s+ 1)!2s(n+ 1)Cs2s+1C2s+1n+s+1Rn−s (n ≥ s) , (11)







(R > 1, 0 ≤ ϕ < 2pi) .
Доведення. Спочатку оцiнимо модуль многочлена Q(s)n (x) дiйсної змiнної на










x2 − 1 cosϕ
)n
(sinϕ)2λ−1 dϕ, (12)
де Γ(x) – гамма-функцiя.
Поклавши у спiввiдношеннi (12) λ = s+ 1 та застосувавши рiвнiсть з [9, с. 773]






























Cs+1n−s(x) (n ≥ s). (15)















Звiдси отримаємо оцiнку для модуля многочлена Q(s)n (x) за умови |x| ≤ 1:
∣∣Q(s)n (x)∣∣ ≤ (s+ 1)!Cs2s+1C2s+1n+s+12s(n+ 1) ,









n (x) задовольняє умови теореми з [2, с. 166]:
якщо для многочлена Wn(z) n-го степеня на дiйсному вiдрiзку [−1; 1] виконується
нерiвнiсть |Wn(z)| ≤M , то для будь-якого z ззовнi цього вiдрiзка правдива оцiнка
|Wn(z)| ≤M(a+ b)n,
де a i b — пiвосi елiпса з фокусами в точках z = ±1, який проходить через


















i r < R,
випливає оцiнка (11).
3. Функцiї, асоцiйованi з многочленами Q(s)n (z)
Розглянемо однозначну аналiтичну у крузi |z| < Ro, 1 < Ro ≤ ∞, функцiю f(z)
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22k(k + r + 1)Cs2k
f (2k−s)(0)















22k+1(k + r + 2)Cs2k+1
f (2k+1−s)(0)












22(l+r)(l + 2r + 1)Cs2(l+r)
f (2l+2r−s)(0)













22(l+r)+1(l + 2r + 2)Cs2(l+r)+1
f (2l+2r−s+1)(0)






















(2l +m− s)! . (18)


























На пiдставi спiввiдношення (19) запишемо вирази асоцiйованих функцiй









































Твердження 1. Функцiї ωm−s(z) аналiтичнi в областi |z| > 1.







де Γ — додатно орiєнтоване коло |z| = q (1 < q < R0).
Доведення. Дiйсно, застосовуючи асимптотичну формулу n! ∼ n
n
en
, n → ∞,



















































Означення 1. Систему асоцiйованих функцiй {ωk(z)}∞k=0 називають бiортого-






де Γ — додатно орiєнтований замкнений контур, що охоплює особливi точки
функцiй ωk(z), [2].













Q(s)n (z)ωm−s(z)dz = δnm, (23)
де ωn−s(z) визначенi спiввiдношенням (19).
Доведення. Розглянемо спочатку випадок парних значень iндексiв m, n.

































1, n = 1,
0, n 6= 1, (24)
де Γ — довiльний замкнений контур, що охоплює точку a i однократно пробiгається

















Аналогiчно з урахуванням спiввiдношень (3), (21) одержимо для непарних















Застосовуючи комбiнаторнi тотожностi (9) та (10), отримуємо рiвностi (23).






















1− x2)s+ 12 dx = δnr. (25)
Доведення. Вiдомо, що для многочленiв Гегенбауера Cλn(x) виконуються умови













1− x2)λ−12 dx = 21−2λpiΓ(n+ 2λ)
n!(n+ λ) [Γ(λ)]2
. (26)
Застосовуючи останню рiвнiсть до многочленiв Гегенбауера Cs+1n−s(x) та






1− x2)s+ 12 dx = pi(n+ s+ 1)!
2(n+ 1)3(n− s)! ,
звiдки випливають спiвiдношення (26).









z − x Q
(s)
n (x)dx. (27)









z − x dz,
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де Γ — контур, який є границею областi, що мiстить вiдрiзок [−1; 1]. Пiдставивши












z − x dz
Q(s)r (x) (1− x2)s+ 12 dx = δnr.












r (x) (1− x2)s+
1
2
z − x dx
 dz = δnr.
Звiдси на пiдставi спiввiдношень (23), отримуємо зображення (27).
Позначимо Sn−s(z) = Q
(s)
n (z).






яке рiвномiрно збiгається для t ∈ D∞ρ , z ∈ D0r, де ρ, r — будь-якi числа, що
задовольняють умови 0 < r < ∞, ρ > max{1, r}; D∞ρ — замкнена область, що
мiстить нескiнченно вiддалену точку, границею якої є елiпс Γρ; D
0
r — замкнена
область, що мiстить нульову точку, границею якої є елiпс Γr.



































































































































Q(s)n (z)ωn−s(t) рiвномiрно збiжний для t ∈D∞ρ , z ∈D0r, де
ρ, r — будь-якi числа, що задовольняють умови 0 < r <∞, ρ > max {1, r}.





















22j+n(j + n+ 1)s!Cs2j+n
1
|t|2j+n−s+1 . (30)







2s(n+ 1)s!(n− s)! ∼
(n+ s+ 1)n+s+1en−s











































































який збiгається за умови ρ > r. Звiдси випливає, що ряд у спiввiдношеннi (28)
рiвномiрно збiгається у зазначених областях.
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базис Шаудера в просторi Er, 1 < r ≤ R, R <∞.
Доведення. Перевiримо виконання умов [7, с. 161], за яких система многочленiв







повна згiдно з наслiдком 2, доведемо її


























= 1 < r.
2. Асоцiйованi функцiiї ωm−s(z) аналiтичнi для |z| > 1.
3. Правдиве розвиненя (28) i за теоремою 5 ряд у цьому розвиненi рiвномiрно
збiгається для t ∈ D∞ρ , z ∈ D0r, де ρ, r — будь-якi числа, що задовольняють
умови 0 < r < ∞, ρ > max{1, r}; D∞ρ — замкнена область, що мiстить
нескiнченно вiддалену точку, границею якої є елiпс Γρ; D
0
r — замкнена
область, що мiстить нульову точку, границею якої є елiпс Γr.
4. Розвинення аналiтичних функцiй
за системою многочленiв Q(s)n (z)
Теорема 7. Нехай функцiя f(z) комплексної змiнної однозначна та аналiтич-








збiгається в замкненiй областi Dρ, обмеженiй елiпсом Γρ, де 1 ≤ ρ < R.
Доведення. Оскiльки степеневий ряд (16) рiвномiрно збiгається в крузi
{z : |z| ≤ r}, r < R0, то∣∣f (2j+m−s)(0)∣∣
(2j +m− s)! ≤
K
r2j+m−s
, K = const. (32)
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< 1, то мажорантним рядом для останнього є збiжний за умови













Звiдси випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду
∞∑
m=s
Lm−s(f)Q(s)m (z) у зазначенiй
областi.
Приклад 1. Розвинути функцiю
1
a− z у ряд за многочленами Q
(s)
n (z).








Sl(z)ωl(a) (|a| > |z|) ,
де ωl(a) — коефiцiєнти, визначенi формулою (19).
Приклад 2. Розвинути функцiю
a
a2 − z2 у ряд за многочленами Q
(s)
n (z).
Оскiльки для многочленiв Гегенбауера Cλn(z) виконується рiвнiсть з [12, с. 170]
Cλn(−z) = (−1)nCλn(z), то зi спiввiдношення (15) маємо
Q(s)n (−z) = (−1)n−sQ(s)n (z) (n ≥ s) . (33)
На пiдставi рiвностi
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та спiввiдношення (28) знаходимо
a
























В останнiй сумi залишаться доданки, де l = 2k, тому
a
a2 − z2 =
∞∑
l=0
S2k(z)ω2k(a) (|a| > |z|) ,
тут ωl(a) — коефiцiєнти, якi визначенi формулою (19).
Приклад 3. Розвинути функцiю
z





a2 − z2 =
a+ z − a




a2 − z2 ,
приклади 1 та 2, матимемо
z




















В останнiй сумi залишаться доданки, де l = 2k + 1, тому
a
a2 − z2 =
∞∑
k=0
S2k+1(z)ω2k+1(a) (|a| > |z|) ,
тут ωl(a) — коефiцiєнти, визначенi формулою (19).
Висновки
Узагальненням методу розвиненя функцiй у степеневi ряди в комплекснiй
областi є їх розвинення за системою полiномiв, бiортогональною з деякою iншою
системою (асоцiйованих) функцiй. За певних умов [7] для будь-якої незалежної
i повної системи функцiй можна побудувати вiдповiдну систему асоцiйованих
функцiй i конструювати ряди за нею.
У данiй роботi побудовано систему функцiй, асоцiйованих з многочленами
Q
(s)
n (z), отримано комбiнаторнi тотожностi, якi мають самостiйний iнтерес.
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